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Metodología de Superficie de Respuesta como alternativa en la búsqueda de condiciones óptimas
Response Surface Methodology as alternative in the search for optimal conditions


Recibido:

Aprobado:
Introducción

La aplicación de las técnicas estadísticas a las investigaciones para la planificación inicial de las experiencias y el procesamiento e interpretación de sus resultados, se ha convertido en una necesidad imperiosa de las ciencias agrícolas, particularmente, para obtener la mayor información del sistema estudiado con el mínimo de experiencias necesarias en el menor tiempo posible (Guerra, 1980).
Las ideas originales de la Metodología de Superficie de Respuesta (MSR) fueron introducidas por Box y Wilson (1951) en la industria química en Estados Unidos. Éstos tratan los diseños experimentales con el fin de encontrar el punto en el cual se obtiene la máxima respuesta usando el menor número posible de tratamientos, además introducen por primera vez el concepto de Diseño Compuesto. Posteriormente estas ideas fueron extendidas por (Box ,1954), (Box y Youle ,1955). (Box y Hunter ,1957), quienes introducen el concepto de la rotabilidad; no obstante, uno de los trabajos más importantes en diseños de superficies de respuestas es el de( Box y Draper ,1959) en que discuten las razones para elegir un diseño con el que posteriormente puedan investigar una superficie de respuesta. 
Más adelante en las décadas de los 60 y 70 se producen un buen número de publicaciones tales como las de (Hill y Hunter ,1966), sobre la MSR; ( Wasan, 1969) que hace una revisión bibliográfica de aproximación estocástica; (Villasmil et al. 1972) presentando un trabajo sobre replicación del Diseño Compuesto Central Rotacional en un ensayo de fertilización con el pasto guinea; (Federer y Balaam,1973) dando una revisión de diseños experimentales hasta el año 1968.
Por estos años se produjo un aumento progresivo de la MSR en el campo agronómico debido a los estudios cada vez mayores de varios factores en conjunto, ejemplo de ello son los diseños de San Cristóbal (Rojas, 1962) que fueron utilizados en la investigación con fertilizantes partiendo de la premisa principal de incluir un tratamiento testigo y (Villasmil et al,1972), quienes presentan un trabajo sobre estos diseños y su utilización en ensayos de fertilización en caña de azúcar.
A partir de 1970 se desarrollaron investigaciones importantes para el avance del diseño experimental en Latinoamérica específicamente en Venezuela, tal es el caso de( Montano ,1972) que presenta una discusión general de un ejemplo del Diseño Compuesto Central Rotacional en experimentos con fertilizantes en algodón. También (Villasmil ,1978) hace una descripción del diseño de San Cristóbal ortogonalizado, (Chacín ,1980) presenta la descripción teórica de los Diseños Rotables, (Ruiz,1981) presenta la construcción, propiedades y comparaciones del Diseño Compuesto Central Dobles Estrella, (Chacín y Villasmil ,1983) presentan comparaciones teóricas y prácticas de varios diseños de MSR  y (Machado y Chacín ,1992) realizan comparaciones de varios diseños de MSR incluyendo un nuevo Diseño Doble Estrella con adición de un nuevo núcleo estrella propuestos por (Villasmil ,1987).
Desarrollo

Introducción a la metodología
La MSR es un conjunto de métodos y procesamientos estadístico-matemáticos útiles para resolver ciertos tipos de problemas científicos, procesos industriales y de ingeniería, mostrándose con mayor aplicación en el área industrial, química y agrícola. La esencia es modelar y analizar problemas en los que una variable de interés es influenciada por otras con el objetivo de optimizar dicha variable para determinar las condiciones óptimas en que opera el sistema.

Cuando se dice que el valor real esperado [image: image2.png]


, que toma la variable de interés considerada, está influido por los niveles de k factores cuantitativos[image: image4.png]X,X, .




, esto significa que existe una función f de [image: image6.png]


que proporciona el correspondiente valor de [image: image8.png]


para alguna combinación dada de niveles:

[image: image9.png]LX)




de manera que la variable respuesta pueda expresarse como 

[image: image10.png]Y=n+c=f(X,X,, .




donde [image: image12.png]


 representa el error observado en la respuesta.

La relación [image: image14.png]


que existe entre [image: image16.png]


 y los niveles de los k factores puede ser representada mediante una hipersuperficie (subconjunto de un espacio euclídeo (k+1)-dimensional) que se le conoce como ‘’superficie de respuesta’’.
Una técnica utilizada para ayudar a visualizar la forma que puede tener una superficie de respuesta tridimensional consiste en representar la gráfica de contornos de la superficie, en la que se trazan las denominadas líneas de contorno, que son curvas correspondientes a valores constantes de la respuesta sobre el plano [image: image18.png]


 (plano cuyos ejes coordenados vienen dados por los niveles [image: image20.png]


 y [image: image22.png]


 de los factores). 
Geométricamente, cada línea de contorno es una proyección sobre el plano [image: image24.png]


 de una sección de la superficie de respuesta al intersecar con un plano paralelo al [image: image26.png]


. La gráfica de contornos resulta útil para estudiar los niveles de los factores en los que se da un cambio en la forma o altura de la superficie de respuesta. La existencia de gráficas de contornos no está limitada a 3 dimensiones a pesar de que en el caso en que haya más de 3 factores de influencia no es posible la representación geométrica. No obstante, el hecho de poder representar gráficas de contorno para problemas en que haya 2 o 3 factores permite visualizar más fácilmente la situación general. 
Para generar la gráfica de contornos correspondiente se secciona la superficie de respuesta usando planos paralelos al [image: image28.png]


 en ciertos valores de respuesta considerados.

La estrategia de análisis supone que el promedio (media) de la variable de respuesta está en función de los niveles cuantitativos representados por los factores [image: image30.png]X,X, .




. Los modelos polinomiales son los utilizados para efectuar una aproximación práctica a la función de respuesta real. Los desarrollos incorporados en programas computacionales permiten analizar fácilmente y en forma gráfica modelos polinomiales de primer y segundo orden.

Para aplicar exitosamente la MSR se debe seleccionar de entre muchos, los factores que más significativamente afecten la(s) característica(s) de la variable que se pretende optimizar. Se debe tener claro que la respuesta de cada característica de la variable se produce por la interacción de miles de otras variables que la afectan en mayor o menor proporción; luego, será bastante complicado y costoso manipular muchos factores. Se recomienda seleccionar de 2 a 4 factores, aquellos que afecten con mayor probabilidad la respuesta. Después de reducir la cantidad de factores se efectúa un estudio de éstos.
Métodos para estudiar las superficies de respuesta y determinar condiciones óptimas de operación
En general, es frecuente suponer que una respuesta es afectada por un número determinado de factores cuantitativos [image: image32.png]X,X, .




. Para investigar cuáles factores están involucrados en determinada respuesta, se pone en práctica un programa experimental para obtener la dosis o nivel de cada uno de estos factores que permita lograr una máxima, o en algunos casos, una mínima respuesta. El problema consiste en especificar cómo se va a planificar este programa experimental, que le permita al investigador encontrar la respuesta máxima, mínima u óptima económica. Si el interés es localizar un máximo, no solo es conveniente encontrar dicho máximo, sino también, determinar cómo varía la respuesta en la vecindad del máximo cuando los niveles se cambian de los niveles óptimos.
Las razones por lo cual esto es necesario serían:

· Cuando se van a hacer aplicaciones a gran escala puede no ser factible o posible establecer cada factor exactamente en su óptimo nivel y debido a esto es necesario obtener combinaciones de los niveles de los factores diferentes de los óptimos, pero que puedan ser económicos de mantener.

· Los cambios de niveles de algunas [image: image34.png]


 son necesarios a causa de su efecto sobre las otras variables regresoras.
· La forma de la superficie de respuesta cerca del óptimo puede dar indicios importantes acerca de la naturaleza del proceso.
· La superficie puede carecer de un verdadero máximo en la región experimental. El objetivo principal es conocer la naturaleza de la superficie en zonas de respuesta relativamente alta.
Al investigador iniciar el programa experimental mencionado desconoce la naturaleza del punto estacionario y es conveniente elegir el tipo de experimentación secuencial. Esta experimentación se inicia generalmente con un ensayo sencillo que oriente razonablemente para luego proyectar otros ensayos complementarios en función de los resultados obtenidos en el primero con el cual se logre sucesivamente estudiar el punto estacionario y la naturaleza de la superficie vecina.
El investigador puede haber realizado un ensayo suficientemente completo con el cual pueda estimar la posición del punto estacionario dentro de la región de exploración, en este caso, debe recurrir al análisis canónico para establecer si el punto estacionario es un máximo, mínimo o un punto de silla. En este caso, la situación queda solucionada cuando ocurre un máximo o un mínimo; sin embargo, si se produce un punto de silla, es posible que el experimentador decida examinar nuevos puntos experimentales en la dirección del mayor o menor según sea el caso, incremento o decrecimiento de la respuesta. Para examinar el recorrido de los puntos óptimos se puede utilizar el análisis de la cordillera o de las lomas.
La localización de un óptimo requiere comúnmente de una serie coordinada de experimentos. En aplicaciones prácticas, cada método requiere de un considerable criterio por parte del investigador y los métodos no pueden presentarse como un conjunto de reglas inflexibles. Más aún, ya que el problema ha sido investigado solo recientemente, el trabajo futuro puede dar por resultado modificaciones en los métodos o en el desarrollo de nuevos métodos.

Al final, el experimentador debe decidir sobre los factores que deben incluirse en el programa. Algunas veces, al principio, hay tantos como una docena o más de factores que pueden influir en la respuesta.
Método del factor único
El método fue descrito por Friedman y Savage (1947). El experimentador hace primero una estimación preliminar de la combinación óptima de niveles del factor, la cual se identificará por[image: image36.png]


. Ya que cada experimento trata con un factor único, los factores deben arreglarse por el orden en el cual van a ser probados. En general, un buen plan es iniciar con el factor de mayor respuesta esperada.

En el primer experimento, todos los factores, excepto el primero, se mantienen constantes a sus niveles iniciales [image: image38.png]


. El propósito de este experimento es encontrar el nivel de [image: image40.png]


, el cual maximiza la respuesta para esta combinación particular de niveles de los otros factores. Hay varias formas de cómo puede llevarse a cabo el experimento. Para establecer un máximo, deben compararse cuando menos tres niveles de [image: image42.png]


. Son aconsejables 4 o 5 niveles, si el rango de [image: image44.png]


 es amplio y la posición del óptimo casi no se conoce o quizás un experimento inicial con 5 niveles, ampliamente espaciados, seguidos de un segundo experimento con tres niveles a un espaciamiento estrecho. (Hotelling ,1933) ha demostrado que igual espaciamiento de los niveles no es, en general, el procedimiento más eficiente para localizar el óptimo y para experimentos con tres niveles, dicho autor ha llevado a cabo el espaciamiento más eficiente en situaciones donde la posición del óptimo [image: image46.png]


, por anticipado está bien determinado.

Cuando está claro que los puntos experimentales no definen un máximo de la respuesta, tal posición puede ser estimada ajustando una parábola a las respuestas observadas.

Si la ecuación de la parábola ajustada es 
[image: image48.png]Y = by + b, X, + b, X3



,

 con [image: image50.png]


 negativo, aplicando el cálculo se obtiene que el óptimo [image: image52.png]


 es

[image: image53.png]



Algunas veces, el valor de [image: image55.png]


 que da la mayor respuesta observada está suficientemente cercano al óptimo estimado. El óptimo estimado se identificará por [image: image57.png]


.

En el 2do experimento [image: image59.png]


 se fija al nivel [image: image61.png]


 y los valores de [image: image63.png]


permanecen fijos a sus niveles iniciales. Varios niveles del 2do factor se comparan para encontrar el nivel óptimo de [image: image65.png]


, por ejemplo,[image: image67.png]


.

El 3er experimento trata a [image: image69.png]


 de la misma manera, los otros factores se mantienen a los niveles [image: image71.png]


, respectivamente. El proceso se continúa hasta que se ha estimado un óptimo para los k factores.

Esto finaliza la 1ra etapa de experimentos, la combinación de factores óptima estimada hasta este momento es el conjunto [image: image73.png]


. Si este nuevo conjunto de niveles es parecido al conjunto inicial [image: image75.png]


, y si los valores de la respuesta han mejorado poco durante la 1ra etapa, el experimentador puede tomar la decisión de terminar los experimentos, dando por cierto que no es posible una ganancia apreciable en la estimación inicial del óptimo. Si han ocurrido cambios más considerables, entra en una segunda etapa el proceso íntegro, iniciándose con niveles fijos de  [image: image77.png]


 y probando varios niveles de [image: image79.png]


 para determinar si la posición del óptimo ha cambiado del nivel [image: image81.png]


. Al final de esta etapa, se ha obtenido un nuevo conjunto de estimaciones [image: image83.png]


. Entonces, el experimentador estudia la situación otra vez y decide sobre si la lleva a término o continúa con una 3ra etapa.

Pueden introducirse diversas variaciones al método. Al final de la 2da etapa, Friedman y Savage (1947) sugieren un movimiento a lo largo del vector definido por los extremos de las dos primeras etapas. Esto significa que, al principio de la tercera etapa, todas las variables [image: image85.png]


 se cambian simultáneamente, el cambio en Xi es proporcional a [image: image87.png](X5—X.,)



. Esta sugerencia, que se aparta del método del "factor único" se asemeja al método de la "máxima pendiente". Puede tomarse la decisión de omitir algunos de los factores en etapas posteriores sobre la base de que no han mostrado efectos en las primeras etapas. Este método no da una estimación de la forma de la curva de respuesta.

Cuando el proceso ha terminado, será aconsejable hacer experimentos adicionales para este propósito.
Método de la máxima pendiente
El método fue propuesto por Box y Wilson (1951) y establece un procedimiento que permite pasar de una región experimental al centro de otra subregión con la intención de encontrar la respuesta máxima. Este procedimiento se puede emplear dentro de un programa de experimentación secuencial.
Tal como en el método del factor único, el máximo se localiza mediante una serie de experimentos cada uno planificado en base a los resultados del anterior.

En la aplicación del método de la máxima pendiente, se selecciona un determinado número de puntos en una subregión experimental. Muchos autores sugieren que el número de puntos experimentales en esta etapa de la investigación preliminar no debe ser grande. Los diseños de primer orden [image: image89.png]


 o sus fracciones son útiles en esta fase. Con el uso de estos diseños se obtiene la estimación del modelo de primer orden.
[image: image90.png]V. = o+ ByXy + X, + -+ [ X,




Luego se sigue el recorrido de la máxima pendiente.

Este recorrido se buscaría en la dirección perpendicular a las curvas de nivel e indica las cantidades relativas en las cuales los niveles de los factores deben variarse para encontrar un aumento máximo en la respuesta. Con la utilización del procedimiento de la máxima pendiente se llegan a auto-eliminar las etapas iniciales de la investigación una vez cumplida su función y la aplicación se encuentra con la dificultad de que mientras más alta es la superficie de respuesta lograda, más reducidos o pequeños son los valores de los estimadores de [image: image92.png]B, B, ..

LB,



 y más dificultoso sería estimar los parámetros con una precisión apropiada en los puntos secuenciales posteriores e incluso, la aproximación de la superficie de respuesta mediante un polinomio llega a ser menos satisfactoria siendo conveniente considerar los términos de orden superior.
En estos casos, si el método de la máxima pendiente no logra ubicar el punto de la máxima respuesta, la cual se identifica por obtención de estimadores de parámetros que son pequeños en valores absolutos en relación a los errores estándar de estimación, se requiere luego pruebas adicionales, agregando algunos puntos experimentales para confirmar que nos encontramos en una región semi-estacionaria.
Es conveniente señalar que todos los factores son incluidos en los ensayos iniciales. Al final de cada ensayo se ajusta una función polinomial aproximada a la superficie de respuesta [image: image94.png]8( Xy, X5, ., X))



 con los resultados experimentales y se utiliza para determinar las condiciones del siguiente experimento.
Método del experimento único

Cochran y Cox (1980) refieren que para la aplicación de los métodos anteriores se hace necesario que los resultados de cada ensayo se conozcan en corto tiempo, debido fundamentalmente a que cada experimento requiere la culminación y posterior análisis del anterior. En áreas de investigación donde los experimentos pueden extenderse un tiempo relativamente largo para lograr conocer los resultados de los ensayos, como generalmente ocurre en la investigación agrícola, es una estratégica lógica tratar de obtener la combinación de variables óptimas con un experimento único.

Cuando la región de exploración donde se realizará el ensayo es grande, la superficie de respuesta puede ser muy compleja para ser aproximada por un polinomio de segundo orden. En esos casos debe considerarse la posibilidad de aproximar polinomios de orden superior o posiblemente una exploración adicional en un segundo experimento. La otra alternativa que se propone sería desarrollar una investigación exploratoria para luego trabajar con el experimento en búsqueda del polinomio de segundo orden, pero ya con una región de exploración previamente estudiada.
Selección al azar de puntos de prueba
Existe la posibilidad de utilizar combinaciones al azar de los niveles de los distintos factores como una forma de explorar la ruta experimental. El método consiste en seleccionar al azar los niveles de los [image: image96.png]


 entre el rango de exploración de cada uno de ellos. Se hace una selección independiente para cada factor y para cada combinación sucesiva de factores que se ensayan. En forma alternativa se podrían seleccionar un número de puntos igualmente espaciados y se realiza una elección de uno de estos niveles para cada prueba. Al final de las n pruebas, la combinación de factores que de la respuesta observada más elevada se considera una estimación de la combinación óptima.
Cochran y Cox (1999) refieren que aunque este método no tiene una estrategia planificada, cuando el número de los factores es grande y los errores pequeños, puede tener utilidad. Explican que existen dos metas cuyo logro puede esperar el investigador:

· Llegar a una región de exploración de relativa alta respuesta
· Conocer algo con respecto a las variables [image: image98.png]


 que ejercen la mayor influencia sobre la respuesta [image: image100.png]


, de manera tal que los experimentos futuros puedan reducirse a un número más pequeño de factores.
Diseños de primer orden
Generalmente se desconoce la relación entre la respuesta y las variables independientes, por ello requerimos un modelo que aproxime la relación funcional entre [image: image102.png]


 y las variables independientes. Si la respuesta se describe adecuadamente por una función lineal de las variables independientes se utiliza el modelo de primer orden: 
[image: image103.png]Y=XB+¢




[image: image104.png]V=0,+ B X, + B, X, + -+ [ X +¢




Los parámetros del modelo se estiman mediante el método de los mínimos cuadrados. Una vez que se tienen los estimadores se sustituyen en la ecuación y se obtiene el modelo ajustado
[image: image105.png]V =by+byxy+byx,+ - +b.x,




donde la matriz [image: image107.png]


 puede escribirse alternativamente como [image: image109.png]


, con [image: image111.png]


 la matriz de combinaciones de niveles de los factores, denominada matriz de diseño.

Si la matriz [image: image113.png]


 es de rango completo, entonces el estimador de [image: image115.png]


 obtenido por el método de mínimos cuadrados es 

[image: image116.png]b= (XTX)"*xTy




que es, de hecho, el mejor estimador lineal de [image: image118.png]


 y la matriz de varianzas-covarianzas de [image: image120.png]


 viene dada por 
[image: image121.png]Var (b) = (XTX) 'o?




Este modelo se utiliza cuando se quiere estudiar el comportamiento de la variable respuesta únicamente en la región y cuando no se conoce la forma de la superficie.

La forma de la función [image: image123.png]


 que determina la relación entre los factores y la variable respuesta es, en general, desconocida, por lo que el primer objetivo de la MSR consiste en establecer experimentalmente una aproximación apropiada de la función [image: image125.png]


. Para ello se propone un modelo de ecuación, generalmente polinómico, en los factores [image: image127.png]X,X, .




 y se selecciona un conjunto de tratamientos sobre los que realizar las observaciones experimentales, que se utilizarán tanto para obtener estimaciones de los coeficientes en el modelo propuesto (por ejemplo, a través del método de los mínimos cuadrados) como para obtener una estimación de la variación del error experimental (para lo que es necesario tener al menos 2 observaciones por tratamiento). Se realizan, entonces, contrastes sobre las estimaciones de los parámetros y sobre el ajuste del modelo y si el modelo se considera adecuado, puede utilizarse como función de aproximación. En tal caso, el estudio de la superficie de respuesta se hace en términos de la superficie ajustada, pues su análisis será aproximadamente equivalente al del sistema real. 
Análisis del error en el modelo ajustado
Para estimar los coeficientes se requieren [image: image129.png]Nzk+1



 valores de la respuesta [image: image131.png]


. El análisis de los datos se suele representar en una tabla de análisis de varianza. La tabla presenta las distintas fuentes de variación que contribuyen a la variación total de los datos. La variación total recibe el nombre de suma de cuadrados total [image: image133.png]SST



, y se calcula por la expresión 

[image: image134.png]ss7= 307y




donde [image: image136.png]


 es el valor observado en la i-ésima muestra.

La suma de cuadrados se compone por la suma de cuadrados debido a la regresión. La fórmula de la suma de cuadrados debido a la regresión es 

[image: image137.png]ss7= 3




La suma de cuadrados residual se calcula de la siguiente forma

[image: image138.png]&
&
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Se puede hacer un análisis del ajuste del modelo con la [image: image140.png]


, que es la proporción total de la variación de las [image: image142.png]


, con respecto a la media que se puede explicar con la ecuación de regresión ajustada.
[image: image143.png]_SSR
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Método de la máxima pendiente en ascenso
El método de la máxima pendiente en ascenso consiste en ejecutar una respuesta de experimentos a lo largo de la línea de máximo incremento de la respuesta. Si el modelo ajustado de primer orden es adecuado, la información que éste proporciona se utiliza para determinar una dirección en la cual se espere observar mayores valores de la variable respuesta. A medida que se avanza sobre la superficie ajustada en la dirección en que se incrementan los valores de la respuesta y se va llegando a una región en la que haya curvatura en la superficie en la superficie real, el incremento se estabilizará en el punto más alto de la superficie ajustada. Si se continúa en esta dirección y la altura de la superficie disminuye, se lleva a cabo un nuevo conjunto de experimentos y se ajusta de nuevo el modelo de primer orden. Se determina una nueva dirección hacia los valores crecientes de la respuesta y se ejecuta otra secuencia de experimentos en la dirección determinada. Este proceso continúa hasta que se hace evidente que a partir del método no se puede obtener un incremento en la respuesta o éste es muy pequeño.
Si los tests de ajuste detectan que puede haber curvatura en la superficie, se aumenta un grado al modelo añadiéndole los términos del producto cruzado y/o los términos cuadráticos puros y se completa el diseño de primer orden añadiéndole los puntos necesarios para ajustar el nuevo modelo de segundo orden. Si el modelo de segundo orden se ajusta adecuadamente, se utiliza para describir la forma de la superficie a través de la gráfica de contornos en la región experimental. Se utiliza entonces el modelo ajustado de segundo orden para localizar, en el lugar en el que la pendiente de la superficie ajustada sea cero, las coordenadas del punto estacionario, que es el punto que proporciona el valor óptimo de la variable respuesta y, si se detecta que éste se encuentra dentro de los límites de la región experimental, se pasa a determinar su naturaleza (si es máximo, mínimo o punto de silla). Si, por el contrario, el punto estacionario no se halla dentro de la región experimental, hemos de realizar una nueva experimentación en la dirección en la que éste se encuentra. Una vez que se ha localizado el punto que proporciona valores óptimos de la variable respuesta, se describe la superficie en un entorno próximo a éste. 
Frecuentemente, la estimación inicial de las condiciones de operación óptimas está alejada del óptimo real, en este caso se desea moverse rápidamente a la vecindad del óptimo. El método de máxima pendiente en ascenso es un procedimiento para recorrer secuencialmente la trayectoria de la máxima pendiente, que nos lleva en dirección del máximo aumento de la respuesta. Cuando se desea la minimización se habla de mínima pendiente en descenso. La dirección de ascenso máximo es en la que [image: image145.png]


 aumenta más rápido, ésta es paralela a la normal de la superficie de respuesta ajustada. Los incrementos a lo largo de la trayectoria son proporcionales a los coeficientes de regresión [image: image147.png]B, B, ..

LB,



.
Los experimentos se llevan a cabo hasta que deje de observarse un incremento en la respuesta, entonces se ajusta un nuevo modelo de primer orden con el que se determina una nueva trayectoria y se continúa con el procedimiento. Finalmente, se consigue llegar a la cercanía del óptimo, cuando existe falta de ajuste del modelo de primer orden.

Diseños de segundo orden
El diseño y análisis de una superficie de respuesta se facilita con la elección apropiada de un diseño experimental. 

Un diseño es el conjunto específico de combinaciones de los niveles de las [image: image149.png]


 variables que se utilizará al llevar a cabo el experimento. La elección de un diseño adecuado del experimento a realizar es fundamental para modelar y explorar la superficie de respuesta usada para ajustar un modelo polinómico al conjunto de datos recogidos en los puntos del diseño. Así pues, sería deseable que el diseño tuviera, de las características que se muestran a continuación, y dado que algunas de ellas resultan conflictivas entre sí, las que más sirvan al interés del experimento:

· Generar una distribución razonable de puntos, y por tanto, de información, en toda la región de interés, pero utilizando el menor número posible de puntos experimentales.
· Asegurar que, para cada punto [image: image151.png]


, el valor ajustado [image: image153.png]¥ (x)



, está tan cerca como sea posible del valor real [image: image155.png]v (x).




· Permitir la detención de falta de ajuste en el modelo.
· Permitir la ejecución de los experimentos en bloques.

· Permitir la construcción secuencial de diseños de orden creciente.

· Proporcionar una estimación interna de la varianza del error.

· Asegurar simplicidad en los cálculos de las estimaciones de los parámetros del modelo.

Además de las propiedades mencionadas, sería muy conveniente que el diseño elegido fuera ortogonal y/o invariante por rotación.
Un diseño ortogonal es aquel en el que los términos del modelo ajustado están incorrelacionados y, por tanto, también las estimaciones de los parámetros lo son, en cuyo caso, la varianza de la respuesta esperada en cualquier punto de la región experimental se puede expresar como la suma ponderada de las varianzas de los parámetros estimados del modelo.

Por otro lado, en un diseño invariante por rotación, la varianza de [image: image157.png]¥ (x)



, que depende de la situación del punto [image: image159.png]


, es función únicamente de la distancia del punto al centro del diseño, lo que significa que es la misma en todos los puntos equidistantes del centro del diseño. Teniendo en cuenta que el objetivo de la MSR es la optimización de la respuesta y que se desconoce la localización antes de ejecutar el experimento, esta propiedad resulta muy interesante, puesto que garantiza que el diseño proporcione estimaciones igualmente precisas en todas las direcciones.
Modelo de segundo orden
Cuando existe curvatura en la superficie de respuesta, el modelo de primer orden no es una aproximación adecuada y es necesario utilizar un modelo que ajuste mejor. Se emplea entonces un modelo de segundo orden.
La forma general de un modelo de segundo orden con [image: image161.png]


 factores [image: image163.png]X,X, .




 es 

[image: image164.png]



Naturaleza secuencial de la Metodología de Superficie de Respuesta
La MSR es una técnica secuencial. A menudo, la estimación inicial de las condiciones óptimas de operación está alejada del óptimo real, así que el objetivo es, usando un método lo más simple y menos costoso posible, moverse rápidamente hacia las cercanías del óptimo.
En general, se sabe muy poco o nada acerca de la relación existente entre la variable respuesta y los factores, así que, en un principio, se propone el modelo de aproximación más simple posible, el de primer orden, que suministra la base para ejecutar un conjunto inicial de experimentos que proporcionarán datos correspondientes a los puntos del diseño de primer orden. Si los datos recogidos permiten hacer una estimación de la varianza del error, se puede llevar a cabo un contraste para evaluar el ajuste del modelo. Esto da lugar a una segunda etapa, que consiste en localizar áreas de la región experimental en las que se sospeche que puedan estar los valores más deseables de la variable respuesta. 
Diseños de primer orden
Los diseños considerados con el propósito de recoger datos para ajustar un modelo de primer orden se conocen como diseños de primer orden.
Un criterio razonable para la elección de un diseño de primer orden adecuado es la minimización de [image: image166.png]Var(¥)



, lo que se logra minimizando la varianza de los estimadores de los parámetros [image: image168.png]


. Hay una única clase de diseños que lo consiguen, los ortogonales, que en los modelos de primer orden son aquellos para los que se verifica que los elementos de fuera de la diagonal principal de la matriz [image: image170.png]X'X



 son cero, lo que nos permite determinar de manera independiente los efectos de los k factores (medidos a través de los valores de [image: image172.png]


. Además, se verifica que todo diseño ortogonal de primer orden es invariante por rotación. 
Diseños factoriales [image: image174.png]



En un diseño factorial [image: image176.png]


, para cada factor se consideran dos niveles, que pueden codificarse en los valores +1 (para el más alto) y –1 (para el más bajo). Considerando todas las posibles combinaciones de los niveles de los k factores, se obtiene una matriz de diseño de [image: image178.png]


 filas, cada una de las cuales representa un tratamiento.
Los diseños factoriales [image: image180.png]


 presentan el inconveniente de que, salvo que se repitan algunas observaciones, no permiten la estimación del error experimental. Una técnica habitual para incluir repeticiones consiste en aumentar el diseño con algunas observaciones en el centro, pues esto no influye sobre las estimaciones de los parámetros y no altera la ortogonalidad del diseño, aunque como resultado, la estimación de [image: image182.png]


es la media de todas las observaciones.
Fracciones de diseños factoriales
Se consideran los diseños factoriales [image: image184.png]


 para ajustar los modelos de primer orden, pero si se recogen datos en todos los puntos es posible, en realidad, estimar todos los coeficientes de un modelo de la forma 
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En el que los términos adicionales de mayor orden están asociados con las interacciones entre los factores. De esta manera, el número de puntos del diseño, y por tanto, el número de observaciones, junto con el número de posibles términos del modelo con parámetros estimables, se incrementan rápidamente a medida que aumenta el número k de factores.
Así pues, hay que valorar, en función del costo del experimento, si para ajustar un modelo de primer orden es necesario llevar a cabo las [image: image187.png]


 combinaciones, o si es más conveniente omitir algunas utilizando únicamente un subconjunto de los puntos de un diseño factorial [image: image189.png]


. Se puede considerar en este último caso una fracción [image: image191.png]


de un diseño [image: image193.png]


 que consiste en [image: image195.png]


tratamientos (k ≥ m), siempre y cuando el diseño resultante tenga, al menos, k+1 puntos, que es el número de parámetros que han de estimarse y mantenga las mismas propiedades que las del factorial completo.
Diseños de segundo orden
Los diseños utilizados para recoger observaciones que permitan estimar los parámetros de los modelos de segundo orden se denominan diseños de segundo orden. Éstos deben tener, al menos, [image: image197.png](k+1)(k+2)/2



 puntos, que es precisamente el número de coeficientes del modelo que se necesita estimar y deben involucrar, como mínimo 3 factores, dado que el modelo contiene términos cuadráticos puros. Por otro lado, sería conveniente, por las razones que se han comentado, que fueran ortogonales y/o invariantes por rotación. Así pues, se van a considerar los diseños factoriales [image: image199.png]


, que son ortogonales, pero no invariantes por rotación, y los diseños compuestos centrales, que verifican ambas propiedades.
Diseños factoriales [image: image201.png]



En los diseños factoriales [image: image203.png]


 cada uno de los k factores presenta 3 niveles, de manera que el número de observaciones experimentales es [image: image205.png]


. Este número puede hacerse excesivamente grande, especialmente cuando se están estudiando muchos factores, de manera que en ocasiones conviene más considerar diseños fraccionales [image: image207.png]


de los diseños factoriales [image: image209.png]


, tal y como se hizo para los diseños factoriales [image: image211.png]


.
Los diseños [image: image213.png]


 y sus fracciones presentan el inconveniente de que, aunque son ortogonales, no son invariantes por rotación, lo que hace que no sean muy buena elección como diseños de superficies de respuesta de segundo orden.
Diseños compuestos centrales
Los diseños compuestos centrales (DCC) se presentan como una alternativa a los diseños factoriales [image: image215.png]


.
Un DCC consiste en:

· parte factorial: un diseño factorial [image: image217.png]


, completo o fraccional, en el que los niveles están codificados en la forma habitual como ±1,

· [image: image219.png]ny(= 0)



 puntos centrales,
· parte axial: dos puntos axiales en los ejes correspondientes a cada uno de los factores, situados a una distancia [image: image221.png]


del centro del diseño de manera que el número total de puntos del diseño es [image: image223.png]4 2%+,



.
En principio, los diseños compuestos centrales así definidos no tienen por qué ser ni ortogonales ni invariantes por rotación. Se convierten en invariantes por rotación mediante una elección adecuada del valor de[image: image225.png]


, que debe depender del número de puntos de la parte factorial del diseño para conseguirlo. Por otro lado, a través de una elección apropiada de [image: image227.png]


 el diseño puede hacerse ortogonal o incluso de precisión uniforme (diseño que verifica que [image: image229.png]Var(¥)



, en el origen es la misma que en un punto a una distancia unitaria del origen), que permite mayor protección que un diseño ortogonal contra el sesgo de los coeficientes de regresión producido por la presencia de términos de orden mayor que 2 en la superficie real.
Una propiedad muy interesante de los DCC es que se pueden construir a partir de un diseño de primer orden (el [image: image231.png]


) sin más que agregar los puntos axiales y quizás algunos puntos centrales.
Por todas las propiedades que verifican, los diseños compuestos centrales son posiblemente los más utilizados para ajustar superficies de respuesta de segundo orden.
Bloques
En los diseños de superficies de respuesta es frecuente que, por diversas causas, se haga necesaria la utilización de bloques para asegurar la homogeneidad de las condiciones de trabajo. Por ejemplo:
· si se ha de trabajar con varias remesas de material, diferentes entre sí por cuestiones de composición, procedencia u otras características cualesquiera, resulta conveniente hacer bloques para asegurar la homogeneidad del material,
· cuando se construye un diseño de segundo orden a partir de uno de primer orden, puede ocurrir que las condiciones de trabajo se vean modificadas durante el tiempo que transcurre entre la ejecución de los experimentos iniciales y la ejecución de los experimentos complementarios, lo que hace necesaria la formación de bloques,

· si el número de factores es tan elevado como para necesitar que una gran cantidad de observaciones se lleven a cabo bajo las mismas condiciones y esto no es posible, la creación de bloques garantiza la homogeneidad de las condiciones de trabajo.
Experimentos con mezcla
Los desarrollos acerca de la MSR que se han llevado a cabo en los epígrafes anteriores se han hecho bajo la suposición de que los niveles de cada factor son independientes de los niveles de los demás factores. Sin embargo, puede ocurrir que esto no sea así, como es el caso de los experimentos de mezcla, en los que los factores son ingredientes de una mezcla y sus niveles no son independientes. En este caso, se supone que la variable respuesta depende únicamente de las proporciones relativas de los componentes presentes en la mezcla.
En los experimentos de mezcla, el propósito del programa experimental es modelar la superficie a través de una función que permita, por un lado, determinar empíricamente los valores esperados de la variable respuesta para alguna combinación de ingredientes y, por otro, obtener alguna medida de la influencia de cada componente sobre la variable respuesta, tanto por separado como en combinación con los otros ingredientes.
Métodos de operación evolutiva o EVOP
En muchas ocasiones puede resultar inviable, por diversas razones, llevar a cabo los procedimientos experimentales de la MSR en procesos de producción a gran escala. En estos casos es frecuente que la MSR se aplique a operaciones en plantas piloto, para posteriormente extrapolar las conclusiones obtenidas a los procesos a escala normal. El problema que plantean estos procedimientos es que el paso del entorno de trabajo de la planta piloto al real puede llevar aparejada una distorsión en las condiciones óptimas, pues aunque la planta a escala normal comienza su operación con niveles óptimos, generalmente se desvía de estos niveles como consecuencia de la variación en las condiciones del entorno de trabajo. El objetivo en estos casos es hacer un seguimiento del proceso en su escala normal que permita ir redirigiendo las condiciones de operación hacia el óptimo o, en todo caso, permita hacer un seguimiento de las desviaciones que aparezcan. Con este fin se emplean los métodos de operación evolutiva o EVOP, que consisten en introducir sistemáticamente pequeños cambios en los niveles de los factores de tal manera que no se provoquen alteraciones importantes en el rendimiento, calidad o cantidad, pero que permitan la detección de potenciales mejoras en el desempeño del proceso. Para llevarlas a cabo se emplean, en general, diseños factoriales [image: image233.png]


.
Proporciones de los ingredientes
La variación en las proporciones de los ingredientes de las mezclas puede afectar las propiedades del producto final. Más que en las cantidades totales de los factores, las investigaciones de experimentos con mezclas se concentran en la relación de la variable de respuesta medida con las proporciones relativas de cada ingrediente presente en el producto. 
Si [image: image235.png]


 son las variables que representan las proporciones de los ingredientes o componentes de la mezcla, los valores de las [image: image237.png]


 están restringidos de manera que

[image: image238.png]



Y la suma de las proporciones de los ingredientes en la mezcla es la unidad,
[image: image239.png]



Si la proporción de un ingrediente es [image: image241.png]


, entonces no hay otros ingredientes presentes en la mezcla y el producto es una mezcla pura o de un componente.
Análisis de experimentos con mezclas
Polinomios canónicos para aproximar superficies

La forma general de la función polinomial usada para aproximar la superficie de respuesta lineal es la ecuación
[image: image242.png]Bo+ ByXy + BoXy + 4 BLX,





La restricción sobre las componentes de la mezcla [image: image244.png]Xy F o, F e,
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crea una dependencia entre las [image: image246.png]


 en la función lineal. Multiplicar [image: image248.png]


por [image: image250.png](x,+x,++x,)



proporciona una nueva expresión del modelo
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Donde [image: image253.png]Bo+ B0




. La nueva expresión de la ecuación con parámetros [image: image255.png]


 se conoce como polinomio canónico. El polinomio canónico y el polinomio original son equivalentes porque uno se deriva del otro y el grado del polinomio y el número de componentes no cambian con la nueva expresión.
La función polinomial cuadrática usada para aproximar la superficie de respuesta es la ecuación
[image: image256.png]



El polinomio canónico cuadrático producido al incluir la restricción[image: image258.png]


 es 
[image: image259.png]



Donde [image: image261.png]Bo+ B+ By



 y [image: image263.png]


. Los nuevos parámetros del polinomio canónico cuadrático para los tres componentes de la mezcla expresados en términos de los parámetros del polinomio original son:
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Estimación del modelo de superficie de respuesta polinomial canónico cuadrático

Por convenio se elimina el asterisco de los coeficientes en las ecuaciones polinomiales canónicas. El modelo completo polinomial canónico para el experimento de mezcla es
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Donde se supone que los errores experimentales[image: image273.png]


 son independientes, con distribución normal, con media 0 y varianza[image: image275.png]


 . Además, [image: image277.png]


 tratamientos de mezcla y [image: image279.png]


 réplicas de cada una para el total de [image: image281.png]


 observaciones.
En principio, la hipótesis significativa es si la respuesta depende de los componentes de la mezcla, de acuerdo con el modelo cuadrático. Cuando la hipótesis nula es verdadera, el modelo es reducido.
Consideraciones finales
Se resume como estrategia para lograr la optimización más conveniente de los factores analizados:
1. Definición del problema.

2. Definición de los objetivos experimentales.

3. Identificación de las variables dependientes.

4. Identificación de los factores influyentes.

5. Realización de un diseño experimental y el correspondiente análisis estadístico que permita la reducción del problema identificando a los factores más importantes. 

6. Aplicación del diseño adecuado para la optimización.

7. Definición de las condiciones óptimas.

8. Comprobación de los resultados obtenidos por vía experimental y validación de los mismos.
Conclusiones

· La MSR es una de las técnicas más eficientes ya que las conclusiones se pueden obtener de los propios experimentos. 
· La función de respuesta se modela generalmente en función de las variables independientes, llegándose en muchos casos a la optimización experimental del sistema mediante el análisis de las curvas de respuesta. 
· Los sucesos o consecuencias de la optimización dependen de la posición y del tipo de estimación estadística; por tanto, la técnica de optimización dependerá de la estructura del problema, la presencia o ausencia de restricciones. 
· El cambio de una metodología de optimización puede depender del orden del modelo y del objetivo de la optimización. 
· Para evitar esfuerzos inútiles al ejecutar experimentos con un número inadecuado de corridas es importante seleccionar un diseño adecuado de experimentos, así como la selección óptima en un tiempo considerable.
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